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Aufgabe 29

(i) Die Verteilungsfunktion Φ(x) der Standardnormalverteilung ist gegeben durch

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt.

Damit erhalten wir für x > 0

FY (x) = P (Y ≤ x) = P (eX ≤ x) = P (X ≤ ln(x)) = Φ(ln(x)).

Für x ≤ 0 ist FY (x) = 0 (klar: eX nimmt nur positive Werte an und ln(x) ist nur für
x > 0 definiert).

(ii) Da FY stetig und überall stetig differenzierbar ist, folgt aus Lemma 7.8, dass g(x) =
F

′
Y (x) · 1(0,∞)(x) eine Wahrscheinlichkeitsdichte zu FY ist. Sei

ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , −∞ < x <∞,

die Dichte der Standardnormalverteilung. Differentiation (Kettenregel) liefert aufgrund
von Φ′ = ϕ

g(x) = ϕ(ln(x)) · ln(x)′

= ϕ(ln(x)) · 1

x

=
1

x
√

2π
e−

ln(x)2

2

für x > 0 und g(x) = 0, sonst. Die Dichte von Y ist also gegeben durch

1

x
√

2π
e−

ln(x)2

2 · 1(0,∞)(x).
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Ist X ∼ Expλ, dann gilt E[X] =
1

λ
. Die Rechnung dazu findet sich in jedem Stochastik-

Lehrbuch sowie in unzähligen im Netz frei verfügbaren Skripten und ist daher an dieser
Stelle nicht noch einmal aufgeführt.
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Sei ε > 0 beliebig. Setze Y := ε · 1{|X|≥ε}, so ist Y ≤ |X| und

E[Y ] = ε · P (|X| ≥ ε) ≤ E[|X|]

nach Lemma 5.8(i). Umstellen liefert die Behauptung.

Alternativ direkt über die Dichte p: Mit der gleichen Herangehensweise wie in Satz 5.19
der Vorlesung gilt

P (|X| ≥ ε) =

∫ ∞
ε
p(t) dt +

∫ −ε
−∞

p(t) dt

≤
∫ ∞
ε

|t|
ε
p(t) dt +

∫ −ε
−∞

|t|
ε
p(t) dt

=
1

ε

(∫ ∞
−∞
|t|p(t) dt−

∫ ε

−ε
|t|p(t) dt

)
≤ 1

ε
· E[|X|].
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Für ein festes k ∈ N0 gilt

P (Xn = k) =

(
n

k

)( p
n

)k (
1− p

n

)n−k
=
n · (n− 1) · ... · (n− k + 1)

k!nk
pk
(

1− p

n

)n
.

→ 1

k!
pke−p

für n→∞, also
Binn, p

n
({k}) n→∞−→ Poip({k}).
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